
2025 적분 챔피언십: 4강
방승재(수리과학부 21), 이현서(자유전공학부 23), 윤준오(첨단융합학부 24)

4강 1경기

문제 1

∫𝑒cos(𝑥)− sin(𝑥) cos(2𝑥 + sin(𝑥) + cos(𝑥)) 𝑑𝑥

풀이. 오일러 공식에 의해

𝐼 = Re(∫𝑒cos(𝑥)− sin(𝑥)𝑒𝑖(2𝑥+ sin(𝑥)+ cos(𝑥)) 𝑑𝑥)

= Re(∫𝑒2𝑖𝑥𝑒cos 𝑥+𝑖 sin𝑥𝑒𝑖(cos 𝑥+𝑖 sin𝑥) 𝑑𝑥) = Re(∫(𝑒𝑖𝑥)2𝑒(1+𝑖)𝑒𝑖𝑥 𝑑𝑥)

이다. 𝑡 = 𝑒𝑖𝑥로 치환하면

𝐼 = Re(∫𝑡𝑒(1+𝑖)𝑡 𝑑𝑡
𝑖
) = Re(1

𝑖
∫ 𝑡𝑒(1+𝑖)𝑡 𝑑𝑡)

= Im(( 𝑡
1 + 𝑖

− 1
(1 + 𝑖)2

)𝑒(1+𝑖)𝑡) = Im((1 − 𝑖
2

𝑡 + 𝑖
2
)𝑒(1+𝑖)𝑡)

= Im((cos 𝑥 + sin 𝑥
2

+ 𝑖1 − cos 𝑥 + sin 𝑥
2

)𝑒cos 𝑥− sin𝑥(cos(cos 𝑥 + sin 𝑥) + 𝑖 sin(cos 𝑥 + sin 𝑥)))

= 1
2
𝑒cos 𝑥− sin𝑥((1 − cos 𝑥 + sin 𝑥) cos(cos 𝑥 + sin 𝑥) + (cos 𝑥 + sin 𝑥) sin(cos 𝑥 + sin 𝑥))

문제 2

∫
∞

0
log(1 + 𝑒−2𝑥 + 𝑒−3𝑥 + 𝑒−4𝑥 + 𝑒−5𝑥 + 𝑒−6𝑥 + 𝑒−7𝑥 + 𝑒−9𝑥) 𝑑𝑥

풀이. (1 + 𝑡2 + 𝑡3 + 𝑡4 + 𝑡5 + 𝑡6 + 𝑡7 + 𝑡9) = (1 + 𝑡2)(1 + 𝑡3)(1 + 𝑡4) 이므로

𝐼 = ∫
∞

0
log((1 + 𝑒−2𝑥)(1 + 𝑒−3𝑥)(1 + 𝑒−4𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4

단, 𝐼𝑚 = ∫∞
0

log(1 + 𝑒−𝑚𝑥) 이다. 또한

𝐼𝑚 = ∫
∞

0
log(1 + 𝑒−𝑚𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

∞

0
∑
∞

𝑛=1
((−1)𝑛−1 𝑒−𝑛𝑚𝑥

𝑛
)𝑑𝑥 = ∑

∞

𝑛=1
∫

∞

0
((−1)𝑛−1 𝑒−𝑛𝑚𝑥

𝑛
)𝑑𝑥

= ∑
∞

𝑛=1
[(−1)𝑛−1𝑒−𝑛𝑚𝑥

𝑛2𝑚
]

∞

0

= 1
𝑚

∑
∞

𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛2 = 1
𝑚

∑
∞

𝑛=1
( 1
𝑛2 − 2 ⋅ 1

(2𝑛)2
) = 𝜋2

12𝑚



이므로

𝐼 = 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 = 𝜋2

12
(1
3
+ 1

4
+ 1

5
) = 13𝜋2

144

문제 3

∫
∞

0

𝑥𝑒𝑥

𝑒2𝑥 − 1
𝑑𝑥

풀이. ∫∞
0

𝑥𝑒−𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 1/𝑎2 이므로

𝐼 = ∫
∞

0
𝑥𝑒𝑥 ⋅ 𝑒−2𝑥

1 − 𝑒−2𝑥 𝑑𝑥 = ∫
∞

0
𝑥𝑒𝑥 ∑

∞

𝑛=1
𝑒−2𝑛𝑥 𝑑𝑥

= ∑
∞

𝑛=1
∫

∞

0
𝑥𝑒−(2𝑛−1)𝑥 𝑑𝑥 = ∑

∞

𝑛=1

1
(2𝑛 − 1)2

= 𝜋2

8

문제 4

∫
𝜋/6

0

𝑒sin 𝑥(1 + cos2 𝑥)
1 − sin 𝑥

𝑑𝑥

풀이. 𝑡 = sin 𝑥 치환을 하면

𝐼 = ∫
1/2

0

𝑒𝑡(2 − 𝑡2)
(1 − 𝑡)

√
1 − 𝑡2

𝑑𝑡 = ∫
1/2

0

𝑒𝑡(1 + 1 − 𝑡2)
(1 − 𝑡)

√
1 − 𝑡2

𝑑𝑡 = ∫
1/2

0
( 𝑒𝑡

(1 − 𝑡)
√
1 − 𝑡2

+ 𝑒𝑡√1 + 𝑡
1 − 𝑡

)𝑑𝑡

= ∫
1/2

0 (
((𝑒𝑡(√1 + 𝑡

1 − 𝑡
)

′

+ (𝑒𝑡)′√1 + 𝑡
1 − 𝑡

)
))𝑑𝑡 = [𝑒𝑡√1 + 𝑡

1 − 𝑡
]

1/2

0

=
√
3𝑒 − 1

타이브레이커 문제 1

∫
∞

0
(log(𝑒𝑥 + 1) − 𝑥) 𝑑𝑥

풀이. 피적분 함수가 log(𝑒𝑥 + 1) − 𝑥 = log(1 + 𝑒−𝑥)와 같으므로

𝐼 = ∫
∞

0
log(1 + 𝑒−𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

∞

0
∑
∞

𝑛=1
((−1)𝑛−1 𝑒−𝑛𝑥

𝑛
)𝑑𝑥 = ∑

∞

𝑛=1
∫

∞

0
((−1)𝑛−1 𝑒−𝑛𝑥

𝑛
)𝑑𝑥

= ∑
∞

𝑛=1
[(−1)𝑛−1𝑒−𝑛𝑥

𝑛2 ]
∞

0

= ∑
∞

𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛2 = ∑
∞

𝑛=1
( 1
𝑛2 − 2 ⋅ 1

(2𝑛)2
) = 𝜋2

12



4강 2경기

문제 1

lim
𝑛→∞

∫
2

0
(𝑒𝑥−𝑛 ∑

𝑛

𝑘=0

𝑥2𝑛𝑘

𝑘!
)𝑑𝑥

풀이. 확률변수 𝑋𝑛이

𝑃(𝑋𝑛 = 𝑘) = 𝑒−𝑛𝑛𝑘

𝑘!
(𝑘 ∈ ℤ≥0)

를 만족한다고 하자. 또한, 서로 독립인 𝑛개의 확률변수 𝑋′
1, 𝑋′

2, ⋯,𝑋′
𝑛 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)이

𝑃(𝑋′
𝑖 = 𝑘) = 𝑒−1 1

𝑘!
(𝑘 ∈ ℤ≥0)

을 만족한다고 하자. 이 때

𝑃(𝑋′
1 + 𝑋′

2 + ⋯ + 𝑋′
𝑛 = 𝑘) = ∑

𝑘1+𝑘2+⋯+𝑘𝑛=𝑘

𝑃(𝑋′
1 = 𝑘1)𝑃 (𝑋′

2 = 𝑘2)⋯𝑃(𝑋′
𝑛 = 𝑘𝑛)

= 𝑒−𝑛 ∑
𝑘1+𝑘2+⋯+𝑘𝑛=𝑘

1
𝑘1! 𝑘2! ⋯ 𝑘𝑛!

= 𝑒−𝑛𝑛𝑘

𝑘!

이므로 𝑋𝑛 = 𝑋′
1 + 𝑋′

2 + ⋯ + 𝑋′
𝑛 이다.

중심극한정리에 의해 분포 𝑌𝑛 = 1√
𝑛(𝑋

′
1 + 𝑋′

2 + ⋯ + 𝑋′
𝑛 − 𝑛)은 𝑛 → ∞일 때 정규분포 𝑍에 수렴한다.

따라서

lim
𝑛→∞

𝑒−𝑛 ∑
𝑛

𝑘=0

𝑛𝑘

𝑘!
= lim

𝑛→∞
𝑃(𝑋𝑛 ≤ 𝑛) = lim

𝑛→∞
𝑃(𝑌𝑛 ≤ 0) = 𝑃(𝑍 ≤ 0) = 1

2

이다. 주어진 적분은

𝐼 = ( lim
𝑛→∞

𝑒−𝑛 ∑
𝑛

𝑘=0

𝑛𝑘

𝑘!
)(∫

2

0
𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥) = 1

2
⋅ [(𝑥2 − 2𝑥 + 2)𝑒𝑥]2

0
= 𝑒2 − 1

문제 2

∫
∞

1

log(𝑥 + 1) − log(𝑥)
𝑥2 + 1

𝑑𝑥

풀이. 𝑡 = 1/𝑥로 치환하면

𝐼 = ∫
0

1

log(1
𝑡 + 1) − log(1

𝑡 )
1
𝑡2 + 1

(− 1
𝑡2

𝑑𝑡) = ∫
1

0

log(𝑡 + 1)
𝑡2 + 1

𝑑𝑡

이고, 다시 𝑡 = tan 𝜃로 치환하면

𝐼 = ∫
𝜋/4

0

log(tan 𝜃 + 1)
tan2 𝜃 + 1

sec2 𝜃 𝑑𝜃 = ∫
𝜋/4

0
log(1 + tan 𝜃) 𝑑𝜃



이다. 이 때 𝜃 ↦ 𝜋/4 − 𝜃 로 치환하면

𝐼 = ∫
𝜋/4

0
log(1 + tan(𝜋

4
− 𝜃)) 𝑑𝜃 = ∫

𝜋/4

0
log(1 + 1 − tan 𝜃

1 + tan 𝜃
)𝑑𝜃 = ∫

𝜋/4

0
log( 2

1 + tan 𝜃
) 𝑑𝜃

이므로 두 식을 더하면

2𝐼 = ∫
𝜋/4

0
log(1 + tan 𝜃) 𝑑𝜃 + ∫

𝜋/4

0
log( 2

1 + tan 𝜃
) 𝑑𝜃 = ∫

𝜋/4

0
log 2𝑑𝜃 = 𝜋

4
log 2

를 얻는다. 따라서

𝐼 =
𝜋
8
log 2

문제 3

∫
1

0

1
2025√1 − 𝑥2025

𝑑𝑥

풀이. 𝑡 = 𝑥2025 로 치환하면 𝑑𝑡 = 2025𝑥2024 𝑑𝑥 = 2025𝑡2024
2025 𝑑𝑥 이므로

𝐼 = ∫
1

0

1
2025
√
1 − 𝑡

1
2025𝑡2024

2025
𝑑𝑡 = 1

2025
∫

1

0
𝑡−2024

2025 (1 − 𝑡)− 1
2025 𝑑𝑡

이다. 베타함수의 정의와 감마함수의 반사 공식을 활용하면

𝐼 = 1
2025

𝐵( 1
2025

, 2024
2025

) = 1
2025

⋅
Γ( 1

2025)Γ(
2024
2025)

Γ(1)
=

𝜋
2025 sin(𝜋/2025)

문제 4

∫
∞

1

sin(log 𝑥𝜋) cos(log 𝑥𝑒)
𝑥2 log 𝑥

𝑑𝑥

풀이. 우선 sin(log 𝑥𝜋) cos(log 𝑥𝑒) = sin(𝜋 log 𝑥) cos(𝑒 log 𝑥)이다. 𝑥 ↦ 1/𝑥 치환하면

𝐼 = ∫
1

0

sin(𝜋 log 𝑥) cos(𝑒 log 𝑥)
log 𝑥

𝑑𝑥

을 얻는다. 삼각함수 공식 sin(𝐴) cos(𝐵) = 1
2(sin(𝐴 + 𝐵) + sin(𝐴 − 𝐵)) 에 의해

𝐼 = 1
2
∫

1

0
(sin((𝜋 + 𝑒) log 𝑥)

log 𝑥
+ sin((𝜋 − 𝑒) log 𝑥)

log 𝑥
)𝑑𝑥

이다.

함수 𝐼(𝑎)를 다음과 같이 정의한다.

𝐼(𝑎) = ∫
1

0

sin(𝑎 log 𝑥)
log 𝑥



이 때

𝐼′(𝑎) = ∫
1

0

𝜕
𝜕𝑎

(sin(𝑎 log 𝑥)
log 𝑥

)𝑑𝑥 = ∫
1

0
cos(𝑎 log 𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

∞

0
𝑒−𝑡 cos(𝑎𝑡) 𝑑𝑡 = 1

𝑎2 + 1

이다. 단, 중간에 𝑡 = − log 𝑥 치환을 사용하였다. 양변을 적분하면

𝐼(𝑎) = arctan(𝑎) + 𝐶

을 얻고, 𝐼(0) = ∫1
0
0 𝑑𝑥 = 0이므로 𝐼(𝑎) = arctan(𝑎) 이다. 따라서

𝐼 = 𝐼(𝜋 + 𝑒) + 𝐼(𝜋 − 𝑒)
2

= arctan(𝜋 + 𝑒) + arctan(𝜋 − 𝑒)
2
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